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Introduction

Systéme de particules (browniennes) en interaction

Modeéle introduit/étudié par Fernholz, Karatzas, Pal, Shkolnikov, Warren,... dans
les années 2000. Les caractéristiques des particules dépendent de leurs rangs.

«par nom >
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Introduction

Dégénérescence et collisions symétriques

@ deégénérescence : certaines variances sont nulles (trajectoires balistiques).
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Introduction
Dégénérescence et collisions symétriques
@ deégénérescence : certaines variances sont nulles (trajectoires balistiques).

@  _ 52 1 7(1.2)
Z, =2, +U’B,+E L -

@ collisions symétriques : partage équitable des temps locaux Lﬁ‘””.
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Introduction

Dégénérescence et collisions symétrigues asymétriques

@ deégénérescence : certaines variances sont nulles (trajectoires balistiques).
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@ collisions symétrigues : partage équitable des temps locaux L.

asymeétriques
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Introduction

Processus des écarts
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Introduction

Processus des écarts
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Introduction

Processus des écarts

(7 _ () 56 _ ) _Brownien dégénéré réfléchi
(X)) = (27 -2".27 - 2) ~ obliquement dans R?
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Introduction

Parameétres du modele

Dreyfus, Flin, Franceschi Tutte et particules browniennes Y de siecle pour % de plan 5/22



Introduction

Parameétres du modele

Restrictions
Drift « négatif » (sud-ouest)
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Introduction

Parameétres du modele

Restrictions
Drift « négatif » (sud-ouest)

Sans perte de généralité...

@+ =1,
@ matrice de covariance

2:( 1 )<—det(2)=0
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Introduction

Parameétres du modele

Restrictions
Drift « négatif » (sud-ouest)

Sans perte de généralité...

@+ =1,
@ matrice de covariance

2:( 1 )<—det(2)=0

Remarque : collisions symétriques < r; =r, = —%
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Introduction

Existence et récurrence (CNS)

Existence Récurrence
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Introduction

Existence et récurrence (CNS)

Récurrence

Existence
1-rrn>00ur >0etr,>0
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Introduction

Existence et récurrence (CNS)

Récurrence

Existence
1-rrn>00ur >0etr,>0

@ peut s’échaper de l'origine
@ ne dépend pas du drift
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Introduction

Existence et récurrence (CNS)

Récurrence
M2 — M >0et/,t1 — Uy >0

Existence
1-rrn>00ur >0etr,>0

@ peut s’échaper de l'origine
@ ne dépend pas du drift
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Introduction

Existence et récurrence (CNS)

Récurrence
M2 — M >0et/,t1 — Uy >0

Existence
1-rrn>00ur>0etr, >0

@ compétition entre le drift
et les réflexions

@ peut s’échaper de l'origine
@ ne dépend pas du drift
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Introduction

Mesure invariante et transformée de Laplace

@ & mesure invariante, 7(u, v) sa densité,

Dreyfus, Flin, Franceschi Tutte et particules browniennes Y de siecle pour % de plan 7122



Introduction

Mesure invariante et transformée de Laplace

@ & mesure invariante, 7(u, v) sa densité,
@ &(x,y), ¢1(y) et p,(x) les transformées de Laplace :

+00
d(x,y) := f (u, v)e* " dudv
0

d1(y) ::f (0, v)edv,  ¢y(x) ::f (u, 0)e™du
0 0
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@ & mesure invariante, 7(u, v) sa densité,
@ &(x,y), ¢1(y) et p,(x) les transformées de Laplace :

+00
d(x,y) := f (u, v)e* " dudv
0

o1(y) ::f (0, v)edv,  ¢y(x) ::f (u, 0)e™du
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Objectif(s)
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Introduction

Mesure invariante et transformée de Laplace

@ & mesure invariante, 7(u, v) sa densité,
@ &(x,y), ¢1(y) et p,(x) les transformées de Laplace :

+00
d(x,y) := f (u, v)e* " dudv
0

d1(y) ::f O;r(O,v)eyvdv, h2(x) ::fojr(u,O)e"”du
0 0

Objectif(s)

@ Donner formules explicites pour ¢, ¢, et ¢,
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Mesure invariante et transformée de Laplace

@ & mesure invariante, 7(u, v) sa densité,
@ &(x,y), ¢1(y) et p,(x) les transformées de Laplace :

+00
d(x,y) := f (u, v)e* " dudv
0

d1(y) ::f O;r(O,v)eyvdv, h2(x) ::fojr(u,O)e"”du
0 0

Objectif(s)

@ Donner formules explicites pour ¢, ¢, et ¢,
@ Inverser les transformées de Laplace,
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Introduction

Mesure invariante et transformée de Laplace

@ & mesure invariante, 7(u, v) sa densité,
@ &(x,y), ¢1(y) et p,(x) les transformées de Laplace :

+00
d(x,y) := f (u, v)e* " dudv
0

o1(y) ::f O;r(O,v)eyvdv, h2(x) ::fojr(u,O)e"”du
0 0

Objectif(s)

@ Donner formules explicites pour ¢, ¢, et ¢,
@ Inverser les transformées de Laplace,
@ Déterminer leurs natures algébriques et différentielles.
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Classification des transformées de Laplace

Rationnelle
_ P
f) = 00
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Classification des transformées de Laplace

Rationnelle
_ P
f) = 00

Algebrique
P(x,f(x)) =0
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Classification des transformées de Laplace

4 Rationnelle N
P
fx) = 00

Algebrique
P(x,f(x)) =0

Differentiellement finie/holonome

Lo Pix)fP(x) =0

N—
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Classification des transformées de Laplace

/ 4 Rationnelle \\
_ P&
f) = 00

Algebrique
P(x,f(x)) =0

Differentiellement finie/holonome
Yo PrfPx) =0

Différentiellement algébrique

| P(x.f@).f'(),.... ") =0 )
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Classification des transformées de Laplace

/ 4 Rationnelle \\
_ P&
7956

Algebrique

P(x,f(x)) =0

Differentiellement finie/holonome
Yo PrfPx) =0

Différentiellement algébrique

| P(x.f@).f'(),.... ") =0 )

Différentiellement transcendant
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Résultats antérieurs : cas non-dégénérés

Théoréme : (Bousquet-Mélou, Elvey Price, Franceschi, Hardouin, Raschel, '22)

Dans le cas non-dégénéré, la nature algébrique/différentielle de ¢ est

caractérisée par a, a; et a; :

D-algebraic D-finite Algebraic Rational
B/m¢Q a€Z+%Z,or ae—No+%Z,or a € =Ny, or a € —-Ny
{al,ag} CZ-i—%Z {al,ag} CZU(—N-{-%Z) {oq,az}CZ
B/meqQ always a € Z+ 32, or o € Z+ 37, or a € —Ny
{Oq,az}CZ-F%Z {al,ag} CZ+%Z
o+e—nm
= ———0,
B
2¢+0-p—-nm 20-60-nm
i=——m——, = ———
B B
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Résultats antérieurs : cas dégénérés

Théoréme : (Ichiba, Karatzas, '21)
Dans le cas skew-symmetric (r; = —1/2 et r, = =3/2) : ¢ rationnelle et

7(u, v) oc exp(—au — bv)

1
é(x,y) o m,
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Résultats antérieurs : cas dégénérés

Théoréme : (Ichiba, Karatzas, '21)
Dans le cas skew-symmetric (r; = —1/2 et r, = =3/2) : ¢ rationnelle et

7(u, v) oc exp(—au — bv)

1
é(x,y) o m,

Théoréme : (Franceschi, Ichiba, Karatzas, Raschel, '24)
Dans le cas symétrique (r; = r, = —1/2) : ¢ différentiellement algébrique et

Yy — 2u)(y — 2u; —2)

P1(y) o<

cos (7T A2y + ,u%) — cos(mur)
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Une équation fonctionnelle

Proposition : (basic adjoint relationship)

—K(x, y)px, y) = ki(x, )d1(y) + ka(x, y)a(x)
ou
@ K(x,y) = (x —y)* = 2u1x — 2y
@ ki(x,y) =x+ryy
@ ko(x,y) =y +nmx

_

Il
o
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Une équation fonctionnelle

Proposition : (basic adjoint relationship)

—K(x, y)px, y) = ki(x, )d1(y) + ka(x, y)a(x)
ou
@ K(x,y) = (x—y)*—2ux—2upy (Noyau)
@ ki(x,y) =x+ryy
@ ko(x,y) =y +nmx

_

Il
o
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Uniformisation et automorphismes de Galois

C?2oR? , ‘ ‘
—S— U2
1\ =S+ U
v Ie n /(
v % o~
_a? T T
2\ 72
a ¢
L. s
s
D_ B D,
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Uniformisation et automorphismes de Galois

C?2oR?

: A C
@y) s, 3
o . =S+
. ¥
\: !
ﬂ ; Ie n 3// -
_t? ST T
2\ )
A i
Y s ‘
{(x,y) € C* : K(x,y) = 0} = {(x(s),¥(s)), s € C} D. B D,

@ Uniformisation : x(s) = 2s(s + up) et y(s) = 2s(s — 1)

x(£s) = x(s) et y(n7s) = y(s)

Dreyfus, Flin, Franceschi

Tutte et particules browniennes

4 de siecle pour 4 de plan
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Uniformisation et automorphismes de Galois

2 5 R2
CoR p : A

v

{(x,y) € C* : K(x,y) = 0} = {(x(s),¥(s)), s € C} D_ B D,
@ Uniformisation : x(s) = 2s(s + up) et y(s) = 2s(s — 1)

x(£s) = x(s) et y(n7s) = y(s)

@ Composition des automorphismes :  (s)
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Uniformisation et automorphismes de Galois

2 5 R2
CoR p : A

‘ C

: 4

: \

. / \

L \

4 \

! \ .

/ \ g

é’// } \)7

: \
// \

- io- NN
{(x,y) € C* 1 K(x,y) = 0} = {(x(s),¥(5)), s € C} D. B D,

@ Uniformisation : x(s) = 2s(s + up) et y(s) = 2s(s — 1)
x({s) = x(s) et y(ns) = y(s)

@ Composition des automorphismes : 70 (s) = s+ 1
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Equation aux différences

Notations : ¢;(s) := ¢1(y(5)), ¢2(s) 1= ha(x(5)), kils) := ki(x(s), y(s))
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Equation aux différences

Notations : ¢;(s) := ¢1(y(5)), ¢2(s) 1= ha(x(5)), ki(s) := ki(x(s),¥(s)) o s(s = 57)
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Equation aux différences

Notations : ¢;(s) := ¢1(y(5)), $2(s) := hr(x(5)), ki(s) := ki(x(s),y(s)) o< s(s — s;)
Proposition : (prolongement a C)

On peut prolonger ¢ (s) et ¢,(s) en des fonctions méromorphes sur C.
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Equation aux différences

Notations : ¢;(s) := ¢1(y(5)), ¢2(s) 1= ha(x(5)), ki(s) := ki(x(s),¥(s)) o s(s = 57)

Proposition : (prolongement a C)

On peut prolonger ¢ (s) et ¢,(s) en des fonctions méromorphes sur C.

On évalue I'équation fonctionnelle en (x, y)(s) et (x,y)(s)

{ 0 =ki()p1(s) + ka($)d2(s)
0 =ki({s)p1(Ls) + ka(£8)pa(Ls)
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Equation aux différences

Notations : ¢;(s) := ¢1(y(5)), ¢2(s) 1= ha(x(5)), ki(s) := ki(x(s),¥(s)) o s(s = 57)

Proposition : (prolongement a C)

On peut prolonger ¢ (s) et ¢,(s) en des fonctions méromorphes sur C.

On évalue I'équation fonctionnelle en (x, y)(s) et (x,y)(s)

{ 0 =ki()p1(s) + ka($)d2(s)
0 =ki(£s)p1(s+1) + ka(Ls)pa( s )
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Equation aux différences

Notations : ¢;(s) := ¢1(y(5)), ¢2(s) 1= ha(x(5)), ki(s) := ki(x(s),¥(s)) o s(s = 57)

Proposition : (prolongement a C)

On peut prolonger ¢ (s) et ¢,(s) en des fonctions méromorphes sur C.

On évalue I'équation fonctionnelle en (x, y)(s) et (x,y)(s)

{ 0 =ki()p1(s) + ka($)d2(s)
0 =ki(£s)p1(s+1) + ka(Ls)pa( s )

En éliminant ¢, (s) :

Théoréme : (équation aux différences)

Puls + 1) = G) ¢1(9) o0 G = (. Yo zs1)

Dreyfus, Flin, Franceschi Tutte et particules browniennes
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Invariants de Tutte

Définition : (invariant)
I méromorphe sur un voisinage de la bande B telle que

1({s) = I(s) et I(ns) = I(s)
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Invariants de Tutte

Définition : (invariant)
I méromorphe sur un voisinage de la bande B telle que

1({s) = I(s) et I(ns) = I(s)

Proposition : (fonction de collage conforme, invariant canonique)

w:B > C\ ((—00,=1]U [, +0)), s+ cosr(s+ uz/2))

| 4 I
I I w
I

: | R

. > L
-2 b~

2 | )

I I w!

I I

[} 1

B

v
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Lemme des invariants

Lemme : (invariants)

Soit I un invariant de Tutte. Si /...
@ ... admet un nombre fini de poles dans B,
@ ... croit au plus polynomialement,

alors I = F(w) avec F € C(X).
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Lemme des invariants

Lemme : (invariants)

Soit 7 un invariant de Tutte. Si /...
@ ... admet un nombre fini de poles dans 3,
@ ... croit au plus polynomialement,

alors I = F(w) avec F € C(X).

Idée de preuve. Poser f = I o w™! et appliquer le théoréme de Liouville.
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Lemme des invariants

Lemme : (invariants)

Soit I un invariant de Tutte. Si /...
@ ... admet un nombre fini de poles dans B,
@ ... croit au plus polynomialement,

alors I = F(w) avec F € C(X).

Idée de preuve. Poser f = I o w™! et appliquer le théoréme de Liouville.

Objectif : construire un invariant a partir de ¢, (grace a I'équation aux différence!)
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Découplage

Rappel : (équation aux différences)

(s = s1)(s = {s52)

¢1(s + 1) = G(s) p1(s) ol G(s) := (s — s$2)(s = Is1)
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Découplage

Rappel : (équation aux différences)

(s = s1)(s = {s52)

PiEH 1= GOPIERIGEIS e

Définition : (découplage)

D(s)
D(s+ 1)

Fonction rationnelle D(s) telle que G(s) =
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Découplage

Rappel : (équation aux différences)

(s = s1)(s = {s52)

PiEH 1= GOPIERIGEIS e

Définition : (découplage)

D(s)

Fonction rationnelle D(s) telle que G(s) = DG+ 1)

Conséquence : D¢ (s + 1) = D¢, (s) et D¢, est un invariant!
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Découplage

Rappel : (équation aux différences)

(s = s1)(s = {s52)

PiEH 1= GOPIERIGEIS e

Définition : (découplage)

D(s)

Fonction rationnelle D(s) telle que G(s) = DG+ 1)

Conséquence : D¢ (s + 1) = D¢, (s) et D¢, est un invariant ¥
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Existence d’'un découplage

Les nouvelles quantités d’intérét sont

° rnr —1
=S -8 =
Y TR = T A+ )
rip —po =1
o = —_ =
y1 =81 — {51 T+
rapy —p — 1
@ vy :i=/Cs5)— == r -
r2 §S2 52 1+}"2
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Existence d’'un découplage

Les nouvelles quantités d’intérét sont

° rir —1
=S -8 =
Y TR = T A+ )
rip —po =1
o = —_ =
y1 =81 — {51 T+
rapy —p — 1
@ vy i=/ls5y) — == r -
r2 gs2= 8 1+nr

Théoreme : (existence d’'un découplage) CNS'!

G admet un découplage si et seulement si y € Z ou {y1,y,} c Z. Ce découplage
est de la forme

D(s) = P(Y(S))( /11)5

o)\ 2
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Existence d’'un découplage

Les nouvelles quantités d’intérét sont

0 yimg—so—nn-l
(I+r)(1+r)
© =81 —Ls) = M Gy = B0 = £32)
T $) = (s = s2)(s = ¢s51)
0 yrimlp—s, =2l
1+}"2

Théoreme : (existence d’'un découplage) CNS'!

G admet un découplage si et seulement si y € Z ou {y1,y,} c Z. Ce découplage
est de la forme

D(s) =

P(y(s)) ( H )5

o)\ 2
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Nouveaux résultats

En combinant découplages et invariants de Tutte, on obtient...
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Nouveaux résultats

En combinant découplages et invariants de Tutte, on obtient...

Théoréme : (Dreyfus, J.F,, Franceschi, '25+)

Supposons y € Z.

@ SiyeN, alors ¢(y) x E avec deg(P) =

@ Siye N, alors ¢,(y) « ov

avec deg(Q) = —y
cos (7r A2y + u%) — cos(my))
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Nouveaux résultats

En combinant découplages et invariants de Tutte, on obtient...

Théoréme : (Dreyfus, J.F,, Franceschi, '25+)

Supposons y € Z.
@ SiyeN, alors ¢(y) x E avec deg(P) =
@ Siy e -N, alors ¢;(y) o 20 avec deg(Q) = —y

cos (7r A2y + u%) — cos(my))

[Ichiba, Karatzas] < vy =1, [Franceschi,l.,K.,Raschel] «— y =-3
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Nouveaux résultats

En combinant découplages et invariants de Tutte, on obtient...

Théoréme : (Dreyfus, J.F,, Franceschi, '25+)

Supposons y € Z.
@ SiyeN, alors ¢(y) x E avec deg(P) =
@ Siye —N, alors ¢,(y) « o0 avec deg(Q) = —y

cos (7r A2y + u%) — cos(my))

[Ichiba, Karatzas] < vy =1, [Franceschi,l.,K.,Raschel] «— y =-3

Supposons y ¢ Z et {y1,y2} C Z. En fonction des signes et de la parité de y; et y,

Q(y)tan(’z—’,ﬂyhu%)ﬂ ou o) 00) 2y + 12
PG) 1/2y+;1% v P@y) sin(ﬂ’/2y+y%)
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Nature différentielle et algébrique

Théoréme : (Dreyfus, J.F., Franceschi, '25+)
La nature différentielle et algébrique des transformées de Laplace est donnée par

Nature de ¢, ¢, et ¢

Ratio. | Alg. | D.-F.

D.-A.

CS

v €N

Y€E€Zouly,y}CZ
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Théoréme : (Dreyfus, J.F., Franceschi, '25+)

La nature différentielle et algébrique des transformées de Laplace est donnée par

Nature de ¢, ¢, et ¢

Ratio. | Alg. | D.-F.

D.-A.

CNS

v €N

Y€E€Zouly,y}CZ

Dans tous les autres cas : différentiellement transcendant.
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Nature différentielle et algébrique

Théoréme : (Dreyfus, J.F., Franceschi, '25+)

La nature différentielle et algébrique des transformées de Laplace est donnée par

Nature de ¢, ¢, eté | Ratio. | Alg. | D-F D.-A.
CNS vyeN yezZoufy,y} CZ

Dans tous les autres cas : différentiellement transcendant.

Preuve de la réciproque : théorie de Galois des équations aux différences.
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Non-dégénéré — dégénéré
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Non-dégénéré — dégénéré

. bie . O0+¢
lim|a + — =11r1(1)—:'y+1

—0
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Non-dégénéré — dégénéré

. bie . O0+¢
lm(]) a+ - =11r1(1)—:'y+1

Nature T.L. Ratio. Alg. D.-F. D.-A.
Non {a} ou {aq, as} a €Zou
o a € —N {a1,an} C Z
-dégénéré* Cc -N+ gZ {a,an) CZ
eZou
Dégénéré vyeN 4
y.»}cz
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Inversion des transformées de Laplace (heuristique)

Quand les transformées de Laplace (univariées) s’écrivent

L(y) = F(»)Q®)

ou Q est un polyndme et F est la transformée de Laplace f(v),
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Inversion des transformées de Laplace (heuristique)

Quand les transformées de Laplace (univariées) s’écrivent

L(y) = F(»)Q®)

ou Q est un polyndme et F est la transformée de Laplace f(v), on définit

0:=0(-3,) oud, = =
dv
dont 'opérateur adjoint @* := Q (9,) satisfait

Qe = 0"
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Inversion des transformées de Laplace (heuristique)

Quand les transformées de Laplace (univariées) s’écrivent

L(y) = F(»)Q®)

ou Q est un polyndme et F est la transformée de Laplace f(v), on définit

0:=0(-3,) oud, = =
dv
dont 'opérateur adjoint @* := Q (9,) satisfait

Qe = 0()e”

de sorte que

LO) = 0 fo FW)e™dy
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Inversion des transformées de Laplace (heuristique)

Quand les transformées de Laplace (univariées) s’écrivent

L(y) = F(»)Q®)

ou Q est un polyndme et F est la transformée de Laplace f(v), on définit

0:=0(-3,) oud, = =
dv
dont 'opérateur adjoint @* := Q (9,) satisfait

Qe = 0()e”

de sorte que

LG) = Q) fo F)e™dy = fo F)Q ey
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Inversion des transformées de Laplace (heuristique)

Quand les transformées de Laplace (univariées) s’écrivent

L(y) = F(»)Q®)

ou Q est un polyndme et F est la transformée de Laplace f(v), on définit

0:=0(-3,) obd, = -
dv
dont 'opérateur adjoint @* := Q (9,) satisfait

Qe = 0()e”

de sorte que

LO) = 0 f " Fedy = f T )@ dy = f " M ormd.
0 0 0
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Inversion des transformées de Laplace (heuristique)

Quand les transformées de Laplace (univariées) s’écrivent

L(y) = F(»)Q®)

ou Q est un polyndme et F est la transformée de Laplace f(v), on définit

0:=0(-3,) obd, = -
dv
dont 'opérateur adjoint @* := Q (9,) satisfait

Qe = 0()e”

de sorte que
L) = 00) f " fedy = f W@ ey = f " eMQr(a.
0 0 0
= L= L{Of(v)}.
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Inversion des transformées de Laplace (heuristique)

Quand les transformées de Laplace (univariées) s’écrivent

L(y) = F(»)Q®)

ou Q est un polyndme et F est la transformée de Laplace f(v), on définit

0:=0(-3,) oud, = =
dv
dont 'opérateur adjoint @* := Q (9,) satisfait

Qe = 0"

de sorte que

LO) = 0 f " Fedy = f T )@ dy = f " e Fd.
0 0 0

= L = L{Qf(v)}. Généraliser a Q fraction rationnelle!
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Merci de votre attention!
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