Frontiere de Martin d’un mouvement
Brownien réfléchi dégénéré dans un quadrant

Une approche par compensation
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B. Méthode par compensation

Il. Lien avec la frontiere de Martin et |'asymptotique des fonctions
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Motivation : systeme de particules

[Ichiba, Karatzas 2021] Collision entre X; < X < X3 ou

- Une particule Brownienne X, driftée
- Des particules "ballistiques" Xi, X3.

Le 'Gap process’ (X3 — X, Xo — X1) est un Brownien réfléchi
dégénéré
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Le mouvement Brownien réfléchi dégénéré (Z;):>o

0.0 05 10 15 2.0 2.5

(a) Exemple de trajectoire (b) Paramétres du DRBM
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Le mouvement Brownien réfléchi dégénéré (Z;):>o

(a) Exemple de trajectoire (b) Paramétres du DRBM

Défini par le probleme de Skorokhod Z; = zy + vB; + ut + RL; ol

- (Bt)t>0 est un Brownien 1D et v = (vy, v») la direction
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Le mouvement Brownien réfléchi dégénéré (Z;):>o

(a) Exemple de trajectoire (b) Paramétres du DRBM

Défini par le probleme de Skorokhod Z; = zy + vB; + ut + RL; ol
- (Bt)t>0 est un Brownien 1D et v = (vy, v») la direction

- o= (p1, p2) est le drift.
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Le mouvement Brownien réfléchi dégénéré (Z;):>o

(a) Exemple de trajectoire (b) Paramétres du DRBM

Défini par le probleme de Skorokhod Z; = zy + vB; + ut + RL; ol
- (Bt)t>0 est un Brownien 1D et v = (vy, v») la direction
- o= (p1, p2) est le drift.
- (L}, L2)4>0 sont les temps locaux sur les axes

R=(Ri,R) = <1

r

r . .
f)est la matrice de reflexion.
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Hypotheése, objectifs

Hypotheése
w1, 2 > 0 : processus de Markov transient
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Hypotheése, objectifs

Hypotheése
w1, 2 > 0 : processus de Markov transient

Motivation /buts

- Trouver les fonctions harmoniques positives h, i.e.

Gh=0 -+ conditions de Neumann

avec G = %(8)( —0y)? + u10x + 120y .

- Trouver la frontiere de Martin du processus
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Hypotheése, objectifs

Hypotheése
w1, 2 > 0 : processus de Markov transient

Motivation /buts
- Trouver les fonctions harmoniques positives h, i.e.

Gh=0 -+ conditions de Neumann

avec G = %(8)( —0y)? + u10x + 120y .

- Trouver la frontiere de Martin du processus

Méthode :

- Méthode par compensation ([Adan, Wessels, Zijm 907],
[Hoang, Raschel, Tarrago, 2022])

- Méthodes analytiques [Fayolle, lasnogorodski, Malyshev].
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Un exemple élémentaire

Proposition

Soit (X¢)¢>0 = (Bt + pt)¢>0 ou B est un Brownien standard 2D
et ;1 € R? 1 # 0. Une fonction h € C?(R?) est harmonique pour
Z ssi

(;A—i—,wV)hO
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Un exemple élémentaire

Proposition

Soit (X¢)¢>0 = (B¢ + ut)¢>0 ol B est un Brownien standard 2D
et ;1 € R? 1 # 0. Une fonction h € C?(R?) est harmonique pour
Z ssi

(;A—i—,wV)h_O

Si h(x,y) = e+ ona

1
<2A +u V) h = ~(a, b)e>*+? .

ol y(a, b) = %(32+b2)+ﬂla+ﬂ2b ~v(a,b) =
donc h est harmonique ssi y(a,b) = 0.

(=
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Pour un Brownien dégénéré

Proposition

Soit (Zt)t>0 = (VB¢ + pt)t>0 € R? ot B est un Brownien
standard 1D, v € R?, v # 0 et u € R?, ju # 0. Une fonction
h € C?(R?) est harmonique pour X ssi

1
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Pour un Brownien dégénéré

Proposition

Soit (Z¢)t>0 = (VB¢ + pt)>0 € R2 ol B est un Brownien
standard 1D, v € R?, v # 0 et u € R?, ju # 0. Une fonction
h € C?(R?) est harmonique pour X ssi

1

Si h(x,y) = e+ on a b .
1
<283 + - V) h=~(a, b)e>*+b — . .
S P :v(a,b) =0
ot y(a,b) = %(avl + bv2)? + p1a + pob 7
donc h est harmonique ssi y(a,b) = 0.
/ 16 /31
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EDP avec conditions de Neumann, Brownien réfléchi dégénéré

Proposition
Toute fonction h solution du probléme frontiére suivant est
harmonique pour Zy = zg + vB¢ + ut + RlL% + Rsz

(Ho) (%83 o NV) h=0 on (0, +00)?
(Hl) ath(Ovy) =0, y>0
(H2) 6R2h(X,0) = 0, x>0

Démonstration.
Formule d'lto (semi-martingale). O
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EDP avec conditions de Neumann, Brownien réfléchi dégénéré

Proposition
Toute fonction h solution du probléme frontiére suivant est
harmonique pour Zy = zg + vB¢ + ut + RlL% + Rsz

(Ho) (%83 o NV) h=0 on (0, +00)?
(Hl) ath(Ovy) =0, y>0
(H2) 6R2h(X,0) = 0, x>0

Démonstration.
Formule d'lto (semi-martingale). O

Remarque
Y(a,b) =0 <= (a,b) € P <= T ¢ (Hy)
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Méthode par compensation

(a-1,b-1) (o, bo)

xT

(a1, b1)

(H1)  Orh(0,y) >0
(H2) Orh(x,0)=0, x>0 e
€(Hy) E(f)
h(.’[?,y) - ' 1 (3,16” 1+h ;g}_i_;:ﬂﬁn[u‘{»b“gi+E|ﬁa1:r+h|-u i {:26:(;.2:r+f)22+
e(fh) ()

20/31



Méthode par compensation

Theoreme :

Pour tout (ag, bp) € P, h(x,y) = 3 c,e*TbY est harmonique.

nEZ
Remarque
Soit y1(a, b) = a+ nb, ~2(a, b) = rna+ b. Alors
"/1(

a b ) & .
(=1)" {Hk 71( e } Zﬁgaﬁﬁﬂg if n>0

S ak42,b2k42)

(—1)" {Hk == ;Ea 2 nb2 1)] m(a0.bo) e o <0

a_ok—2,b_ok—2) | 71(an,bn)

~ (—1)”cin_2<m+m) :

|n|—+o0
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Méthode par compensation

Theoreme :

Pour tout (ag, bp) € P, h(x,y) = 3 c,e*TbY est harmonique.

neZ

Remarque
Soit y1(a, b) = a+ nb, ~2(a, b) = rna+ b. Alors

|2]—1 22 (a2ks1,b2k11) yo(a0,bo) -
(=1 {Hki 72(32k+2ab2k+2) 72(an,bn) fn=0

72,
(—1)" {szJ ' ;Zzza 2 1bo2ic 1)] m(a0.bo) e o <0

a_ok—2,b_ok—2) | 71(an,bn)

~ (—1)”cin_2<m+m) :

|n|—+o0
Questions :
- Les fonctions harmoniques sont elles positives ?

- Si oui, est ce qu'on les a toutes ?

22/31



Sommaire

I1I. Lien avec la frontiére de Martin et I'asymptotique des fonctions
de Green

23/31



Fonctions de Green

Definition : Fonction de Green, mesure de Green
Il existe g(zo, ) qui soit la densité de la mesure de Green :

G20, A) = Ey [/OOO 1A(Zt)dt] ://Ag(zo,z)dz.

0s ZO

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Remarque :
g(+, z) est harmonique sur R? \{z}
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Asymptotique des fonctions de Green

Definition : Transformées de Laplace

p(x,y) = // e g(u, v)dudv
2

orly) =By | [~ e Zal}

B [ [0

Pour x, y dans la zone de convergence,

—v(%, ¥) (%, ¥) = 11(x, ¥)p1(¥) + 72(x, ¥)p2(x) + elx¥)20
avec Y(x,y) = 3(x — y)? + pax + poy.

- Inversion de Laplace
- Prolongement sur {y(x,y) = 0}.

- Méthode de point col
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Lien entre fonctions de Green et fonctions harmoniques

Theoréme : Asymptotique des fonctions de Green
On a g(z0,re™) ~  hg(zo)r=el#(@)ea)

w—ra
r——+o00

ole € {0, 3, %} et & = max(a*, min(a, a™)).

Yy

r >

hoe(zo)e r(z(a**),eq) (8%
€T

e~ (@) ea)
he(zo) i z (a)
~ hae(zg)e T (b) Parametrisation
(a0, bo) = z(a).
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Frontiere de Martin et fonctions harmoniques positives

Theoréme : Frontiere de Martin [ et représentation
On a , et [ est minimale. De plus, toute fonction
harmonique positive h s'écrit de maniére unique sous la forme

h(z) = /r ho(2)dp(c).
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Frontiere de Martin et fonctions harmoniques positives

Theoréme : Frontiere de Martin [ et représentation
Onal = |a" o], et [ est minimale. De plus, toute fonction
harmonique positive h s'écrit de maniére unique sous la forme

h(z) = /r hal2)dis(@).
b
............ A F a

a+rb=0

/

P:y(z,y) =0

rea + b =|0
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Remarque sur les h,, o ¢ T

M1 =06,u=04,r,=10,r57=5

H1=06,=04,r,=10,r;1=5

2.25
2.00
175
1.50
125
100
0.75

(a) Casx ¢ T

(b) Casax el
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Merci pour votre attention !
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Joyeux anniversaire Paul ! !'!
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