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Un quart de siecle pour un quart de plan



1. Marches a bords interactifs
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Marches dans le quart de plan| a bords interactifs

Etant donné un ensemble fini de pas S € Z2\ {(0,0)} (ou modele), on
considere les marches dans le quart de plan selon ses pas.

v Probleme : énumérer ces marches
5= M |

selon différentes statistiques :

e nombre de pas utilisés n
e coordonnées finales (i, j)
e nombre d'occurences n,, de
s > chaque pas p € S
n=13 (i,7) = (5,3) e nombre de contacts avec chacun

na1y =4 n—i,ny =4 na,—1) =9 des axes
Ny =2, Ny =1

Série génératrice: Q(z,y) = Z anxbndegp 2yt € Qldy, a, b, 7, y|[[t]

marches peS



Equation fonctionnelle [Beaton,Owczarek,Rechnitzer,2019]

Qlz,y) = > (H de) a" byt S(x,y) = 3 pes dpt™y’

marches \PES

+((1 = 1/b)z — t([z7]S (2, )))yQ(0,y)
+((1 = 1/a)y = t(ly~'1S(z,9)))2zQ(z, 0)
o (%(1 o a)(l o b) o t[x_ly_l]S(gj’ y)) Q(Ov O)

Equation a deux variables catalytiques x et y
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Q(x,y) la série des marches est-elle :

Rationnelle ? Qlx,y) = A(zx,y,t)/B(x,y,t)
M

Algébrique ? P(z,y,t,Q(x,y)) =0
M

D-finie ? P.(x,y,t,0.)(Q(x,y)) =0Vz € {x,y,t}
M

D-algébrique ? P, (x,y,t,0%Q(z,y)) =0Vz € {z,y,t}

Hypertranscendante ?
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79 cas non triviaux a symétrie pres

e Algébriques : 4 modeles /||/ // _( )_

e D-finis : 19 modeles, par exemple ><

Model | (1,1) (a,a) (a,1) | (1,b) (a,b) Group

22 l< DFv |DAlgv | DFv | DFV | DAlg v | 8: (Zy,v), (x, x7)

[Beaton,Owczarek,Rechnitzer,2019]
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79 cas non triviaux a symétrie pres

e Hypertranscendants : 47 modeles, par exemple \<

Théoreme [Dreyfus,Hardouin,Roques,Singer,2018]

NIRRT

Tous les modeles de genre 0 sont hypertranscendants.

Question: Le sont-ils toujours avec d'autres poids que a =b =17
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Classification des modeles de genre 0 a bords interactifs

Parametres : (dp) s, a # 0, b# 0 dans C

Question : Nature de la série génératrice Q(x,y) selon x et y

Theoréme [B., 2024]

RN X

Rationnels ssi a + b = ab Algébrique ssia = b = 2

Pour tous les autres poids, Q(x,y) est hypertranscendante.
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K (@,9)Q(x,y) = w+ (2, y)2Q(2,0) +72(z,y)yQ(0,y)

e we Qa,b), et vi(x,y),v2(x,y) € Qa,b,dp, x,y,t) connues
o K(z,y) :=zy(1 —tS(z,y)) € Q(d; ;)|z,y,t] le noyau

Idée: annuler le noyau = équations sur Q(x,0) et Q(0,y)

La courbe du noyau est de genre 0 : (z',y") = (x(s),y(s)) pour s € CU{oc}.

0 =w+7(x(s),y(5))2(s)Q(2(5),0) +72(2(s),y(5))y(5)Q(0, y(s))
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Evaluation en (z,y) = (z(s),y(s)) pour s € Uy :

) (5), y(s))
0=w+71(5)2(s)Q(x(5),0) +F2()y()Q(0,Y(5))  F,(5) = ~a(x(s), y(s))



Equation aux g-différences II: symeétries

K (2,9)Q(x,y) = w + 71 (x,9)2Q(x,0) + 72(z, y)yQ(0, y)

Evaluation en (z,y) = (z(s),y(s)) pour s € Uy :

~

Y1(8) = 71 (z(s),y(s))

0=w+71(s)x(s)Q(x(s),0) +v2(s)y(s)Q(0,y(s)) F2(8) = v2(x(s),y(s))
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Equations aux qg-différences lll: caractérisation

Q(x,y) algébrique « F(s) et G(s) algébriques ou rationnelles
Q(xz,y) D-finie « F(s) et G(s) D-finies

Q(x,y) D-algébrique « F(s) et G(s) D-algébriques
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Equations aux q-différences IV: critere Galoisien

Théoreme [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d'équations aux g-différences a coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.

Stratégie:
Q(x,y) est D-algébrique < F'(s) est D-algébrique < F'(s) rationnelle

e si (E) a une unique solution, rationnelle, on montre que Q(x,y) est
algébrique

e si (E) n'a pas de solution rationnelle, on montre que Q(x,y) est
hypertranscendante
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Propagation de poéles

Lemme |l existe des ensembles finis £~ et LT (dépendants des
coefficients de (E)) tels que si s est un pole de F:

e si s LT alors gs est un pdle de F

e sis¢ L alors 3 est un pole de F

Corollaire  Si F est rationnelle et s est un pole de F' distinct de 0O et
00, alors s est de la forme suivante :

—m _ g q" " N
g M"MseL” 4«a4—— s —p» q'seL
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Un ensemble de pas

e Supposons que a + b # ab et Q(x,y) D-algébrique %
e F'(s) est rationnelle par le critere Galoisien

e on montre que si a + b # ab, les seuls pbles de F' sont 0 et oo

e on montre que si a + b # ab, alors (F) n'a pas de solution homogene

= F(s) = P(x(ls)) = x(5)Q(x(s),0) = P(x(ls)) = 2Q(z,0) € C[2], absurde

e Si a + b = ab, on trouve une unique solution (!) :

0 1
Q(mv ) — 1 _ ady,ot+abdi,_1do,1t?
YT abdy _1d_1.1t2
1
Q(Ovy) — 1 _ bdo,1t+abd_1,1d1,0t?

1—abd1,_1d_1,1t2



Les modeles différentiellement algébriques

o |
Q(IL‘, ) o 1 — $Gd1,0t+abd1,—1d0,1t2
E 1—abd1,_1d_1,1t2
i 1
a=1+¢ Q(O7 y) — 1 _ bdo 1t+abd_1 1d1 ot?
1 : y 1—abd1,_1d_1,1t2
h=14 1L -
S
1

5 x,0) =

Q( ’) 1 — 22 4dy,1d1, 112
; YUTT4dy _id_1 182
i 1

a=0b=2 Q(O’y) - \/1 9 4diad_q1t?

1—4d1,_1d_1,1t2
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e Cas algébriques : preuves alternatives, transitions de phase des cas
rationnels

e montrer |'hypertranscendance en ¢, quid de QQ(1,1) ?

e trouver des poids de Boltzmann appropriés pour les modeles de
genre 1 via des méthodes similaires

Merci de votre attention |



