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dans le quart de plan : le genre 0

Pierre Bonnet
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Étant donné un ensemble fini de pas S ⊂ Z2 \ {(0, 0)} (ou modèle), on
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Étant donné un ensemble fini de pas S ⊂ Z2 \ {(0, 0)} (ou modèle), on
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Marches dans le quart de plan

Étant donné un ensemble fini de pas S ⊂ Z2 \ {(0, 0)} (ou modèle), on
considère les marches dans le quart de plan selon ses pas.

Problème : énumérer ces marches,
selon différentes statistiques :

• nombre de pas utilisés n

n = 13

• coordonnées finales (i, j)

(i, j) = (5, 3) • nombre de contacts avec chacun
des axes

à bords interactifs

nx = 2, ny = 1

Série génératrice: Q(x, y) =
∑

marches

anxbny

∏
p∈S

d
np
p

xiyjtn ∈ Q[dp, a, b, x, y][[t]]

• nombre d’occurences np de
chaque pas p ∈ S

n(1,1) = 4, n(−1,1) = 4, n(1,−1) = 5

S =



Équation fonctionnelle [Beaton,Owczarek,Rechnitzer,2019]

Q(x, y) =
∑

marches

∏
p∈S

dnp
p

 anxbnyxiyjtn

xy(1− tS(x, y))Q(x,y) = xy
ab

+ ((1− 1/b)x− t([x−1]S(x, y)))yQ(0, y)

+ ((1− 1/a)y − t([y−1]S(x, y)))xQ(x, 0)

−
(
xy
ab (1− a)(1− b)− t[x−1y−1]S(x, y)

)
Q(0, 0)

Équation à deux variables catalytiques x et y

S(x, y) =
∑

p∈S dpx
kyl
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Q(x, y) la série des marches est-elle :

Rationnelle ? Q(x, y) = A(x, y, t)/B(x, y, t)



Classification
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D-algébrique ?

P (x, y, t, Q(x, y)) = 0

Pz(x, y, t, ∂z)(Q(x, y)) = 0 ∀z ∈ {x, y, t}

∩

∩

∩

Q(x, y) = A(x, y, t)/B(x, y, t)

Pz(x, y, t, ∂
0,1,...
z Q(x, y)) = 0 ∀z ∈ {x, y, t}



Classification
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Classification des marches à petits pas (a=b=1) (’08-’18)

79 cas non triviaux à symétrie près

Tous les modèles de genre 0 sont hypertranscendants.

Question: Le sont-ils toujours avec d’autres poids que a = b = 1 ?

Théorème [Dreyfus,Hardouin,Roques,Singer,2018]

• Hypertranscendants : 47 modèles, par exemple
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Rationnels ssi a+ b = ab

Theorème [B., 2024]

Paramètres : (dp)p∈S , a ̸= 0, b ̸= 0 dans C
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Rationnels ssi a+ b = ab

Theorème [B., 2024]
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Question : Nature de la série génératrice Q(x, y) selon x et y



Classification des modèles de genre 0 à bords interactifs

Rationnels ssi a+ b = ab

Theorème [B., 2024]

Pour tous les autres poids, Q(x, y) est hypertranscendante.

Algébrique ssi a = b = 2

Paramètres : (dp)p∈S , a ̸= 0, b ̸= 0 dans C

Question : Nature de la série génératrice Q(x, y) selon x et y
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1
xyK(x, y)Q(x,y) = ω + γ1(x, y)xQ(x, 0) + γ2(x, y)yQ(0, y)

0 = ω + γ̃1(s)x(s)Q(x(s), 0) + γ̃2(s)y(s)Q(0, y(s))
γ̃1(s) = γ1(x(s), y(s))

γ̃2(s) = γ2(x(s), y(s))

Évaluation en (x, y) = (x(s), y(s)) pour s ∈ U0 :

Évaluation en (x, y) = (x( qs ), y(
q
s )) = (x( sq ), y(s)) pour s ∈ U0 :

0 = ω + γ̃1(
q
s )x(

s
q )Q(x( sq ), 0) + γ̃2(

q
s )y(s)Q(0, y(s))

F (s) = x( sq )Q(x( sq ), 0) F ( sq ) = u(s)F (s) + ω · v(s)
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F ( sq ) = u(s)F (s) + ω · v(s)

0 = ω + γ̃1(s)F (s) + γ̃2(s)G(s) (E)

F (s) = x(s)Q(x(s), 0)

1
xyK(x, y)Q(x,y) = ω + γ1(x, y)xQ(x, 0) + γ2(x, y)yQ(0, y)

G(s) = y(s)Q(0, y(s))

Q(x, y) algébrique

Q(x, y) D-finie

Q(x, y) D-algébrique

F (s) et G(s) algébriques ou rationnelles

F (s) et G(s) D-finies

F (s) et G(s) D-algébriques

⇔

⇔

⇔

pour s ∈ U0
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Équations aux q-différences IV: critère Galoisien

Théorème [Ishizaki,98]
Les solutions méromorphes d’équations aux q-différences à coefficients
rationnels sont soit rationnelles soit hypertranscendantes.

Stratégie:

Q(x, y) est D-algébrique ⇔ F (s) est D-algébrique ⇔ F (s) rationnelle

• si (E) a une unique solution, rationnelle, on montre que Q(x, y) est
algébrique

• si (E) n’a pas de solution rationnelle, on montre que Q(x, y) est
hypertranscendante
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Propagation de pôles

F ( sq ) = u(s)F (s) + ω · v(s) (E)

Lemme Il existe des ensembles finis L− et L+ (dépendants des
coefficients de (E)) tels que si s est un pôle de F :

• si s ̸∈ L+ alors qs est un pôle de F

• si s ̸∈ L− alors s
q est un pôle de F

s
qn

qns ∈ L+q−m

q−ms ∈ L−

Corollaire Si F est rationnelle et s est un pôle de F distinct de 0 et
∞, alors s est de la forme suivante :
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Def s’il existe n ∈ Z tel que qns− = s+ on écrit n, sinon ⊥



Distance entre points

s1

s2

q
s3

q
s4

1
s1

1
s2

s3
q

s4
q

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥−1−1

⊥
si a = 1
sinon

−2 si b = 1
⊥ sinon

−2
0

⊥

si a+ b = ab
si a = b = 1
sinon

Def s’il existe n ∈ Z tel que qns− = s+ on écrit n, sinon ⊥

L−
L+
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q
s3

q
s4

1
s1

1
s2

s3
q

s4
q

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥−1−1

⊥
si a = 1
sinon

−2 si b = 1
⊥ sinon

−2

⊥
si a = b = 1
sinon

Def s’il existe n ∈ Z tel que qns− = s+ on écrit n, sinon ⊥

0 si a+ b = ab
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Un ensemble de pas

• Supposons que a+ b ̸= ab et Q(x,y) D-algébrique
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• F (s) est rationnelle par le critère Galoisien

• on montre que si a+ b ̸= ab, les seuls pôles de F sont 0 et ∞
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• Si a+ b = ab, on trouve une unique solution (!) :

Q(x, 0) =
1

1− x
ad1,0t+abd1,−1d0,1t2

1−abd1,−1d−1,1t2

Q(0, y) =
1

1− y
bd0,1t+abd−1,1d1,0t2

1−abd1,−1d−1,1t2



Les modèles différentiellement algébriques

Q(x, 0) =
1

1− x
ad1,0t+abd1,−1d0,1t2

1−abd1,−1d−1,1t2

Q(0, y) =
1

1− y
bd0,1t+abd−1,1d1,0t2

1−abd1,−1d−1,1t2

Q(x, 0) =
1√

1− x2 4d1,1d1,−1t2

1−4d1,−1d−1,1t2

Q(0, y) =
1√

1− y2
4d1,1d−1,1t2

1−4d1,−1d−1,1t2

a = 1 + ε

a = b = 2

b = 1 + 1
ε
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Merci de votre attention !


