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Marche aléatoire singuliere dans un cone

» (X(n))ps1 i.i.d de loi X 3 valeurs dans Z?

pijZIP(X:(/,_j)), (IaJ)EZ2

» S, =X(1)+--+X(n), n>1.
(Sn)ps1 marche aléatoire d'incréments X (n).
» C =R,y x Ry, temps de sortie

Tx =inf{n>0:x+5, ¢ C} < oo.

» :=E[X(1)] eC = P(7¢ = +o0) > 0.



Marche aléatoire singuliere dans un cone

» (X(n))ps1 i.i.d de loi X 3 valeurs dans Z?
pi=P(X = (i), (i.j)eZ?

» S, =X(1)+--+X(n), n>1.
(Sn)ps1 marche aléatoire d'incréments X (n).
» C =R,y x Ry, temps de sortie

Tx =inf{n>0:x+5, ¢ C} < oo. \< %

» :=E[X(1)] eC = P(7¢ = +o0) > 0.
» Marche singuliére a petits pas négatifs :

Q@ pj=0sii<-2,j<-20ui+j<-1,
Q ueC, Figure: Marches

Q E[e"X] < +o0 pour veD, D assez Singulieres a petits
grand pas négatifs.




Fonction harmonique et conditionnement de Doob

» Fonction harmonique : h:Zsg x Zsg —> Ry telle que

h(x) =E[h(x+X),7x>1]= > pijh(x+(i,j)). (0.1)
(i,j)ez?nC

ho : x = P(7 = +00) est harmonique (non-nulle si p € C).
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» Conditionnement de Doob selon h et xp, h(x9) >0: P~ P
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RGN

Pour hg, PR(-) = P, = +00).
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» Conditionnement de Doob selon h et xp, h(x9) >0: P~ P

h(x+(i,J))
RGN

Pour hg, PR(-) = P, = +00).

» Equation (0.1) difficile a résoudre : non récursive.

PP (Sne1 = x+ (i,f)|Sn = x) =




Noyau exponentielle de la marche aléatoire

» K(x,y) =& (Z;,jzl p,-je"”fy - 1), noyau exponentiel de la

marche aléatoire.
»G={(x,y) eR?: K(x,y) =0},

Go={(x,y) €G,VK(x,y)eC} cg.



Noyau exponentielle de la marche aléatoire

» K(x,y) =& (Z;,jzl p,-je"”fy - 1), noyau exponentiel de la

marche aléatoire.
»G={(x,y) eR?: K(x,y) =0}, - . T

gO:{(XaY)€g7vK(XaY)€C}Cg' o

» Quelques propriétés :
© G est la frontiere d'un
convexe non-borné.
@ Gp est homéomorphe a un
segment ouvert.

o g_O\ gO = {vazy}-

-3

Figure: Exemple de courbe G
avec son sous-ensemble Gy.



Frontiere minimale et résultat principal

» H = {h harmonique, h(1,1) =1}
» heH est dite minimale si
feH,A>0AXf<h=1f=h

» OmH = {h €M, h minimale}.
»heH ~h= [, . gdun(g).




Frontiere minimale et résultat principal

» H = {h harmonique, h(1,1) =1}
» heH est dite minimale si
feH,A>0AXf<h=1f=h

» OmH = {h €M, h minimale}.
»heH ~h= [, . gdun(g).

Theorem (Hoang, Raschel, T. (2023))
@ Pour z € Gy, il existe (a,(2), by(2))nez € G avec
z=(ao(2),bo(2)) et

holiyj) = 3 ePn(DHa(E) _ gionn (2)45tn(2) ¢ 3¢
nezZ

Q zcGy— % s'étend en un homéomorphisme Go ~ OpmH.

@ Sous Phz, (S,)ns0 a une dérive proportionelle 3 VK (z).

v




Approche par compensation :

hy(i,) = X peg, €2n(2)+iba(2) — gians1(2)+jbn(z)

» Rappel : K(x,y) = Xty (Zi,jz—l pijeix+jy _ 1).
» Pour (3, b) €g, 1= Zi,jeZ pl,jeia+jb.

(a’ b) eG = V(io,jo) c ZQ, eioa+job _ Z p;je(i°+i)a+(j°+j)b.
ijeZ
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~ eyp: (i,)) e?ithi harmonique sauf sur les bords i =1 et j=1
(car e, non nulle en i =0 ou j = 0).
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~r €3, by — €a;,b, Narmonique en j =1 (mais pas en j = 1).



Approche par compensation :

hy(i,) = X peg, €2n(2)+iba(2) — gians1(2)+jbn(z)

» Rappel : K(x,y) = Xty (Zi,jz—l pijeix+jy _ 1).
» Pour (3, b) €g, 1= Zi,jeZ pl,jeia+jb.

(a,b) €G = V(io, jo) € Z%,&070P = 5~ pjelorarlior)b,
ijez
~ e, (1,j) = € harmonique sauf sur les bords i=1et j=1
(car e, non nulle en i =0 ou j = 0).

»si (a1, b1),(az,b1) €G, €5, b, — €55, Nulle pour i =0
~r €3, by — €a;,b, Narmonique en j =1 (mais pas en j = 1).

» Principe de la compensation (Adan, Wessels and Zijm, 90') :
construire par récurrence (ap, by), n € Z telle que

@ (ap, by) et (ans1,bn) €G

@ limy.i00an=Ilim,,.100 b, = —00 assez vite.
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» Principe de la compensation (Adan, Wessels and Zijm, 90’) :
construire par récurrence (ap, by), n € Z telle que
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Approche par compensation :
hy(i,) = X peg, €2n(2)+iba(2) — gians1(2)+jbn(z)

) _ _ _1
Exemple : Pour p_11=p11=p1-1= 3

B( )111111_1+1+1+
() = i i 2i5i 2i5 513 5/131 13134 137341

(Nombres de Fibonacci Fz,-1)




Frontiere de Martin et noyau de Green

» Fonction de Green : G(x,y) =Y 5o P(x+ Sp =y, 7x > n).
» Théorie de Martin :

. G s Zn
he 8,177'[ = E(Zn)nzo € (ZEO)N’ h() - ”ETM ﬁ



Frontiere de Martin et noyau de Green

» Fonction de Green : G(x,y) =Y 5o P(x+ Sp =y, 7x > n).
» Théorie de Martin :

G(,zn)

h € 0mH = 3(zn)nz0 € (Z3 O)N h(-) = I|+oo G(20,2n)

» Principe de la preuve du théoreme :
Q@ z=(a,b) €Gy = VK(a,b) € C = Sous P%, (S,)ns0 a une
dérive p, x VK(a, b) dans C.
@ P (7 =+00) >0 et (S,)ns0 a la méme dérive p, apres
conditionnement sur {7 = +00}.



Frontiere de Martin et noyau de Green

» Fonction de Green : G(x,y) =Y 5o P(x+ Sp =y, 7x > n).
» Théorie de Martin :

h € OmH = 3(zn)nso € (Z2)", h(-) = lim %
» Principe de la preuve du théoreme :

Q@ z=(a,b) €Gy = VK(a,b) € C = Sous P%, (S,)ns0 a une
dérive p, x VK(a, b) dans C.

@ P (7 =+00) >0 et (S,)ns0 a la méme dérive p, apres
conditionnement sur {7 = +00}.

© Par un théoréme limite locale, si z, - +o0o avec é—:‘ X fiz,
—g(();’z)) — hy(x) = e(a’b)'X]Pez(TX = 00) avec hy(x) ~ e(a:b)x
quand x — +o0.

Q@ On identifie h, = h, par le comportement a l'infini.

(Calcul similaire au bord de Gy.)
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