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Développement asymptotique des
fonctions de Green : généralités



e E est un espace d'états dénombrable, P = (P(x, y))(, ,)eg2 une matrice de
transition.

® (Xs),>o est une chaine de Markov a temps discret sur E de matrice de transition
P.

e La chaine est irréductible (le graphe sous-jacent est fortement connexe).

e La chaine est transiente :

Vx € E, Py(retour en x) < 1.



Fonction de Green

La transience assure que la fonction de Green

ZIP’ Xn = x)

=E, [nombre de passages en x]

est finie.



Fonction de Green

La transience assure que la fonction de Green

ZIP’ Xn = x)

=E, [nombre de passages en x]

est finie.

Une origine y € E étant fixée, on cherche un développement asymptotique de G(y, x)
quand x — —+o0 (en un sens a préciser selon |'espace E).

Ce probléme a plusieurs motivations classiques.



Motivation 1 : la frontiére de Martin (1/2)

Définition
e On fixe une origine yo € E. Le noyau de Martin est

G(y,x)

KX) = om0

e La compactification de Martin est la plus petite compactification de E qui permet
de prolonger continiiment tous les K(y, ).

e La frontiere de Martin OE est I'ensemble des points a I'infini ajoutés pour
compactifier E.
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Motivation 1 : la frontiére de Martin (1/2)

Définition
e On fixe une origine yo € E. Le noyau de Martin est

G(y,x)

KX) = om0

e | a compactification de Martin est la plus petite compactification de E qui permet
de prolonger continiiment tous les K(y, ).

e La frontiere de Martin OE est I'ensemble des points a I'infini ajoutés pour
compactifier E.

Séquentiellement, x, — x € OE ssi x, = 400 et (y — K(y,xn)),>o converge
simplement.

Pour prolonger les noyaux, I'asymptotique de G est nécessaire.



Motivation 1 : la frontiére de Martin (2/2)

Théoréeme éreprésentation de Poisson-Martin)
Pour toute fonction harmonique h : E — R (i.e. h = Ph), il existe une mesure vy a

support dans OE telle que pour tout y € E,

h(y) = /a K, )dun(e).

Théoréme (convergence)
Pour tout x € E, X,, converge Px-ps vers une variable Z, a valeurs dans OE.



Motivation 2 : modéles de physique statistique

e [Burton-Pemantle] calcule la loi d'un modéle de forét couvrante a |'aide de
déterminants faisant intervenir des fonctions de Green de marches aléatoires.

e [BBMR] utilise la décroissance de la fonction de Green pour étudier la forme limite
du modéle de tas de sable abélien, variante “leaky".



Le théoréme classique de Ney et Spitzer

Cadre :
o« E=179,
e X, =Y1+...+ Y, ol (Yk),>; iid a support fini (pour simplifier), de covariance .,

(Xn)n>o est irréductible,
E[Y1] # 0 ou d > 3 (assure la transience).
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Le théoréme classique de Ney et Spitzer

Cadre :

o« E=179,

o X, =Yi+...+ Y,ou (Yk),>; iid a support fini (pour simplifier), de covariance ¥,
o (Xn),>q est irréductible, -

° E[Yl]_yé 0 ou d > 3 (assure la transience).

Théoréeme (Ney et Spitzer, 1966)

d—2

e SiE[Y1] =0, alors G(0,x) ~ c (x- L 1x)” 2.

d—

e SiE[Yi1] #0, alors G(0,x) ~ c(f()HxH*Tl exp (—y(X) - x) o0 X = IR

Il

Corollaire
e Dans le cas centré, la frontiére de Martin est réduite a un point.

e Dans le cas décentré, la frontiére de Martin est (homéomorphe 3) la sphére S—1 de R,



Programme de la suite

Dans

Asymptotics of Green Functions for Markov-additive Processes: an Approach via Dyadic
Splitting of Integrals, Markov Processes and Related Fields, 2025,

on établit un analogue du théoréme de Ney et Spitzer (cas décentré) pour une classe de

processus inhomogeénes appelés processus Markov additifs.



Processus Markov additifs




Processus Markov additifs (PMA) : définition

Idée générale : exploiter la structure additive de Z9 mais ajouter des inhomogénéités.
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Processus Markov additifs (PMA) : définition

Idée générale : exploiter la structure additive de Z9 mais ajouter des inhomogénéités.
Espace d'états : E = Z9 x A. L'inhomogénéité est apportée par A.

Un PMA sur E est une chaine de Markov dont les sauts sont invariants selon Z2, i.e.

Vx,x' € 29, Vi,je A, P((x,i) = (X,i')) =P((0,i) = (X' — x,i)).



e Lorsque A =N, on retrouve les processus sur des demi-espaces, notamment
étudiés par |. Ignatiouk-Robert.
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e Lorsque A =N, on retrouve les processus sur des demi-espaces, notamment
étudiés par |. Ignatiouk-Robert.

e A partir de maintenant, pour nous, A= {1,...,p} est fini.

10



Représentation du processus sur Z9 x {1,..., p}

Deux maniéres de se représenter le processus : multicolore ou multicouche.

Figure 1: A gauche, d =2 et p=3. A droite, d =1 et p = 4.
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Simulations du processus

Figure 2: d =p=2
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Convolution et transformée de Fourier généralisées

e Dans Z9, pour une somme iid de loi de saut i, la loi de X, est donnée par p*".
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Convolution et transformée de Fourier généralisées

e Dans Z9, pour une somme iid de loi de saut i, la loi de X, est donnée par p*".

e Ici, on a p? types de sauts : une mesure y; ; sur Z9 code les sauts de la couleur i
la j pour chaque (i,j) € {1,...,p}2. L'analogue de la loi x est la matrice de
mesures [ = (“iJ)lgi,jgp

e La loi de X, est alors donnée par p*" ol * est un produit matriciel de convolution.

e L'analogue de la fonction caractéristique est la matrice des transformées de Fourier

= (ﬂiJ)1<iJ<p’ prise coordonnée par coordonnée. Son rayon spectral joue un
role important.
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Le cas décentré (1/2)

On veut définir la notion de drift pour se placer dans le cas décentré. On dispose de p?
drifts dans Z? : les E [u; j]. Comment les combiner pour obtenir la bonne notion de
drift ?
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Le cas décentré (1/2)

On veut définir la notion de drift pour se placer dans le cas décentré. On dispose de p?

drifts dans Z? : les E [u; j]. Comment les combiner pour obtenir la bonne notion de
drift 7

La projection de (X,) sur {1,..., p} est une chaine de Markov qui posséde une proba
invariante .

Définition
Le drift du processus est

Elul:i= ) mE[uy].
ije{1,....p}

Plus le processus passe du temps sur la couleur 7, plus les drifts partant de / comptent.
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Le cas décentré (2/2)

Pour une loi u sur Z9, Vfi(0) = iE[u].
Ici, on a :

Proposition
Notons \(0) la valeur propre dominante de [i(0). Alors

VA(0) = iE[4].

15



Théoréeme principal et éléments de

preuve




Le théoréme

Théoréme (B. et Dussaule (indépendamment))
On suppose le processus irréductible, apériodique, avec des moments exponentiels

finis a tous les ordres et décentré.

Alors, quand ||x|| — o0,
. . 2 41 (%) x
G((0, ), (x,))) ~ CiRlIx|I =z e

ou X =

”§”. De plus, dés que x n'est pas dans la direction du drift, (X) - x > 0.

16



La frontiére de Martin

Le taux de décroissance v ne dépendant pas des couleurs i et j, on obtient :

Corollaire
La frontiére de Martin est (homeomorphe 3) Une sphere de SY=1 de RY.

17



Schéma de preuve

La preuve combine des techniques de Woess (preuve du théoréme classique de Ney et
Spitzer) et de Babillot (processus Markov additifs a espace continu).

Etapes :

1. Il suffit de travailler dans la direction du drift.
2. Formule intégrale de la fonction de Green.

3. Développement asymptotique de I'intégrale.

18



Etape 1 : transformation de Doob pour changer la direction du drift (1/3)

Définition
La transformée de Laplace (réelle) est

x€Z4

Ve e R, Lu(c) := (Luij(c)) 1<ij<p = (Z e i j(x ) .
1<ij<p
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Etape 1 : transformation de Doob pour changer la direction du drift (1/3)

Définition
La transformée de Laplace (réelle) est

Ve e R, Lp(e) = (Lpij(€))icijep = | D € pij(x)
x€L4 1<ij<p

Sip(Lu(c)) =1 et . € (R%)9 est un vecteur propre de Perron-Frobenius associé,
alors la famille de mesures
(Pe)j cx

(Mc),',j (x) = (@c),-e i j(x)

définit un PMA. On l'appelle transformée de Doob de paramétre c.
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Etape 1 : transformation de Doob pour changer la direction du drift (2/3)

Théoréme (Hennequin, 1963)
Le drift de la transformée de Doob est

Eluc] = V(pLp)(c) # 0.
L 'application

Y (poLu)(c)

{ceR?|p(Lp(c)) =1} — S91
€ T TVpoLu)()

est un homéomorphisme.
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Etape 1 : transformation de Doob pour changer la direction du drift (2/3)

Théoréme (Hennequin, 1963)
Le drift de la transformée de Doob est

Eluc] = V(pLp)(c) # 0.

L 'application

{ceR? | p(Lp(c)) =1} — Sdzl o
V(poLp)(c
€ T TVpoLu)()

est un homéomorphisme.

e La surjectivité permet de placer le drift dans la direction souhaitée.

e Le taux de décroissance exponentielle v est la bijection réciproque.
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Etape 1 : transformation de Doob pour changer la direction du drift (3/3)

La fonction de Green G, de la transformée de Doob de paramétre c est

Ge((0,1),(x,))) = cije ™G ((0,1), (x,))).

21



Etape 1 : transformation de Doob pour changer la direction du drift (3/3)

La fonction de Green G, de la transformée de Doob de paramétre c est
Ge((0,1),(x,))) = cije ™G ((0,1), (x,))).

. _d=l e s )
Dans la décroissance ||x||~"2 e~ (9} & prouver, la transformée de Doob tue la
décroissance exponentielle. Il ne reste que la décroissance polynomiale a prouver.

21



Etape 2 : formule intégrale de la fonction de Green

On établit la formule intégrale

6(0.00) = gy | (o= i0)), &0

La finitude de cette intégrale montre au passage la transience du processus.

22



Etape 3 : développement asymptotique de I'intégrale (1/3)

L'intégrale
(1, - i(0)) " e~*ag

—m,m]d

\

a une singularité en 0 car p(71(0)) =

23



Etape 3 : développement asymptotique de I'intégrale (1/3)

L'intégrale

) e s

a une singularité en 0 car p(1(0)) = 1.

On fait un DL a l'ordre 2 en 0. En remplacant I'intégrande par son DL, on a
I'asymptotique voulue pour G.
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Etape 3 : développement asymptotique de I'intégrale (1/3)

L'intégrale
[ G-aE) e
[_ﬂ"ﬂ—]d
a une singularité en 0 car p(1(0)) = 1.

On fait un DL a l'ordre 2 en 0. En remplacant I'intégrande par son DL, on a
I'asymptotique voulue pour G.

Il reste a contréler |'erreur commise en remplacant I'intégrande par son DL.
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Etape 3 : développement asymptotique de I'intégrale (2/3)

Dans le contrdle du terme d’erreur, il reste la transformée de Fourier d'une fonction
ayant une singularité en 0, du type m.
— Comportement différent selon la direction, avec direction E[u] privilégiée.
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Etape 3 : développement asymptotique de I'intégrale (2/3)

Dans le contrdle du terme d’erreur, il reste la transformée de Fourier d'une fonction
ayant une singularité en 0, du type m.
— Comportement différent selon la direction, avec direction E[u] privilégiée.

Dans la transformée de Fourier, on découpe |'intégrale selon des couronnes adaptées a
la géométrie de la singularité, permettant un contréle fin de la singularité.
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Etape 3 : développement asymptotique de I'intégrale (3/3)

Ce découpage (appelé dyadique par Babillot) permet de contréler le terme d'erreur, ce
qui achéve I'ébauche de preuve.

—0.25 1

—0.50 +

—0.75 4

—1.00 1

Figure 3: Couronnes adaptées a la géométrie de la singularité. Verticale : direction du drift. 25
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